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INTEGRAIS CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

COMECE A ESTUDAR AGORA!

Dentro do conceito do cdlculo, temos que a integral foi criada para delimitar a area A localizada

Confira as aulas em video sob uma curva f{x) em um plano cartesiano.
e exercicios resolvidos na
plataforma do Me Salva!

Acesse o
conteudo e

completo com / '[ (x)

a camera do
seu celular ou
tablet pelo QR

Code ao lado. A

AY

PN
S
xv

A notagdo matematica da integral acima é:

A=’ fx) dx

2 INTEGRAL DEFINIDA

A integral acima é chamada de definida, pois possui limites de integragéo [a,b]. Assim, poderemos
determinar um valor para a area abaixo da curva, e ndo apenas uma equagéao genérica!

PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA

Basicamente, temos as mesmas propriedades das integrais indefinidas. Mas ha propriedades
extras devido aos limites de integragéo:

B Quando os limites de integragdo forem iguais, significa que estamos integrando uma regiéo nula,
logo, nosso resultado sera 0!

[ feodx =0

B Quando os limites est&o invertidos:

[ fdx =- [, frx)dx

Isto quer dizer que sé precisamos invertermos os limites e colocar um sinal negativo para fazer o
célculo!

E Uma integral pode ser reescrita como a soma de duas integrais, reescrevendo os limites:

AY

7
/

a c b

[ foodx =[5 frodx + [ frdx

xv9

INTEGRAL IMPROPRIA

Dizemos que uma integral é imprépria quando algum dos limites (ou ambos) € infinito, isto é:

[ 2rdx ou [ fx)dx ou [*5 f(x)dx

Para resolver este tipo de integral, substituimos o limite impréprio por uma variavel e calculamos o
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limite quando ela tende ao limite impréprio, de acordo com as situagdes abaixo:
COMECE A ESTUDAR AGORA! +00 . b
["fx)dx = Iim | f(x)dx
a b—+0" ¢

Confira as aulas em video

e exercicios resolvidos na J. ‘ f(x)dx =lim IZ f(x)dx
plataforma do Me Salva! - a— -00

(O] +00 . i b

Acesse 0 f_oo fx)dx = lim _f: f(x)dx + lim _[a flx)dx
contetido a— +0 b—-00

completo com

a camera do

f:;:te:,l;l;rgg Se temos uma descontinuidade no ponto ¢, dentro do intervalo da fung&o f(x) que esta sendo

Code ao lado. integrada, temos por definigéo:
2 fegdx = Jim [ f(x)dx + lim [ f(x)dx
Ou seja, separamos em dois intervalos na descontinuidade c:
[o f9dx = [, foydx + [ ] fx)dx
TEOREMA DA COMPARAGAO
Podemos analisar a convergéncia de uma integral pelo Teorema da Comparacao:
Se f(x) 2 g(x) no intervalo analisado ,ento:
se J.Zoof(X)dX é convergente, entéo _[tzoog[X)dX também serd convergente.

se _f:wg(x)dx é divergente, entéo j;oof(x)dx também sera divergente.

3 INTEGRAL INDEFINIDA

A integral indefinida é também a antiderivada. Ela ndo tem limites de integracédo, gerando
uma fungdo genérica.

flx) = 5= [F)]
[ f(x)dx = F(x) +C

LEMBRETE!! Nao esquega de somar a constante C para integrais indefinidas!
Nés temos que fazer isso porque a derivada de uma constante resulta em 0 e,
como a integral é “o inverso da derivada”, precisamos adicionar C!

FORMULAS DE INTEGRAGAO

Vamos ver uma tabelinha com as integrais basicas que devemos saber!

dx =x+C cossec x cotg x dx = cossec x+ C
9
r+1
[ xdx = );+1+C(r¢-1) [eXdx=e*+C
bX
[ cosxdx =senx+C [ b*dx = npt C(0<b,b#1)
|senxdx=cosx+C I%dlen/x/+€
[sec’xdx=tgx+C j-1+17dx=arctgx+6
1
| cossec?x dx = - cotgx + C _f\/l—ﬂ(zdx =arcsenx + C
[secxtgxdx=secx+C Ix 1X2_1dx=arcsec/x/+C
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PROPRIEDADES DA INTEGRAL INDEFINIDA
COMECE A ESTUDAR AGORA!
B Sempre que tivermos uma constante multiplicando toda a fungdo que esta sendo integrada, ela

. . pode estar dentro ou fora da integral, que d4 na mesmal!
Confira as aulas em video

e exercicios resolvidos na f Cf(X)dX =c _[f(x]dx

plataforma do Me Salva!

a B A integral de uma soma é a soma das integrais.
Acesse o

contetdo | [ftx) + g(x)]dx = | f(x)dx + [ g(x)dx

completo com

a camera do B A integral de uma diferenga é a diferenga das integrais.

seu celular ou

tablet pelo QR - = -

Code 0 ado. [ [fx) - g(x)]dx = | f(x)dx - | g(x)dx

SUBSTITUIGAO “U”

Utilizamos este método para simplificar a integragao, gerando uma integral que sabemos como
resolver. Considerando:

du u=g(x
dx = 9'(x) = du = g'(x)dx

Substituindo na equagéo abaixo, temos:
[fla(x)) g'(x)dx = F(g(x)) + C
If(w)du = F(u) + C
Exemplo:
Calcule a seguinte integral:
[(x-3)*2dx = ?
Vamos definir U=X-3, entdo nossa derivada sera du=1 du

Substituindo na integral, temos:

[(x-3)*2dx = [u*?du

_u” L _(x3)"

= 13 +C = F +C
4 TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Como o proprio nome ja diz, este teorema é fundamental para os nossos estudos de Calculo! Ele
estabelece uma relagéo entre os conceitos de derivada e integral e nos mostra como resolver
integrais definidas.

PARTE | - CALCULO DE UMA INTEGRAL DEFINIDA

Essa primeira parte do Teorema nos diz que podemos calcular uma integral definida integrando
a funcéo f{x) e subtraindo o valor da integral do limite inferior (@) do valor da integral do limite

superior (b).

Vamos ver isso no grafico para entender melhor!

»

F(x)

»
v
X

a b

o fO)dx = 7o) F@) o, [ ¥ fx)dx = F(x)]
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Exemplo:
COMECE A ESTUDAR AGORA!
Calcule a integral:

3
Confira as aulas em video I [9-X2)dX =7?
e exercicios resolvidos na 0
plataforma do Me Salva! S6 precisamos integrar a funcao, substituir os limites superior e inferior e subtrair os valores!
3 3 3
0] = 9X X 3 - _ 3_ - - 0_
Acesse 0 3]x:0_(9'3 3 ) (90 3)
conteudo
completo com = (27 - 9] -0=18
a camera do . B
seu celular ou PARTE Il - LIMITE DE INTEGRAGCAO VARIAVEL
tablet pelo QR
Code ao lado. A segunda parte nos ajuda a calcular uma integral definida com um limite superior de integracédo

variavel, por exemplo X.

F6) = [ e

v

a x b

F(x)= ] fi)dt —>f(X]=% [, fryat]

Ou seja, se integrarmos a fung:éof(t), de a até X, e depois fizermos a derivada em relagéo a X,
vamos obter uma fungdo f{X).

Exemplo:
Resolva a seguinte integral: d
X
—_ 3 _
ax | Il t3dt] = ?

Vamos primeiro resolver a integral:

x t* x 4x3 1
3 = - —_
[J,t%dt = =4
Agora vamos derivar em relagéo a X:
i X_4 L _X—4 0= 3
dx' 4 41774 "0=x

5 CALCULO DE INTEGRAIS DEFINIDAS POR SUBSTITUICAO

Devemos levar em conta os efeitos da substituigdo nos limites de cima e de baixo. Podemos fazer
por dois métodos:

METODO I

Determinamos primeiro a integral indefinida por substituicdo e, a partir disso, calculamos a
integral definida.

Exemplo: 5

fox(xz +1)3dx=7?
Resolva a seguinte integral:
Sendo u = x? + 1 -du = 2x.dx

2 2 13dx = 1 [P uddu =40 G 2 625 1
Jox(x*+1) dx—l/zfoudu—8_ 3 ]0_8_8

[Zx(x* + 1)*dx = 78
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COMECE A ESTUDAR AGORA!

Confira as aulas em video
e exercicios resolvidos na
plataforma do Me Salva!

O]

Acesse o
contetdo
completo com
a camera do
seu celular ou
tablet pelo QR
Code ao lado.

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

INTEGRAIS

METODO II
Usamos U=g(X) para substituir os valores dos limites de integragéo.
Exemplo:
Vamos calcular a mesma integral do exemplo anterior:
2 2 3
+
_fo x(x“+1)°dx

Definindo u=x%+1- du=2x.dx e calculando o novo limite superior para X=2 - 2?+1=5 e o
limite inferior para X=0 - 0+1=1. Substituindo os valores na integral, temos:

5 4
% f1u3du=%]15 =57

6 AREA ENTRE DUAS CURVAS
AREA INTEGRANDO EM “X”

Relembrando as propriedades da integral definida (subtragdo de integrais), nada mais é do que a
integral de uma fungdo menos a outra.

'S

Y

a b
A= [LIf(x) - g(9)]dx

AREA INTEGRANDO EM “Y”

Aqui vamos falar sobre fungbes dependentes da varidvel Y. O que muda é que temos linhas
variando na vertical, e ndo na horizontal, como estamos acostumados! Vamos conferir o desenho
abaixo:

s x=90) x=£0)

A= [ 1) - g)1dy

7 VOLUME POR DISCOS E ARRUELAS EM “X" E “Yy”
METODO DO DISCO

Vamos imaginar que temos uma funcgéo f(X), como na figura abaixo. Quando giramos essa
fungdo ao redor do eixo X, formamos um sélido, chamado sélido de revolugéo.
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COMECE A ESTUDAR AGORA!

Confira as aulas em video
e exercicios resolvidos na
plataforma do Me Salva!

O]

Acesse o
contetdo
completo com
a camera do
seu celular ou
tablet pelo QR
Code ao lado.

.yls

INTEGRAIS

.
-
N
-

E adivinha? Podemos calcular o volume V desse sélido usando integrais!

x

S~ k-

Scecaba=--"
v

DPPEEE L

1e
(]
~

V= [ i)

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Mas de onde saiu essa equagdo? Como estamos rotacionando a fungdo f{X), a base do sélido
formado é um circulo de 4rea T2, sendo o nosso raio a prépria funcdo f{X) e o comprimento

do solido dXx.

Podemos fazer o mesmo quando uma fungao f{V) ¢ girada em torno do eixo y.

_yls

b
V= [, mlfy)]*dy

IMPORTANTE: Neste caso, como estamos girando em torno do eixo y, precisamos da

fungdo dependente de y. Por exemplo: y= y=x vamos reescrever como y=x2.

METODO DAS ARRUELAS

Utilizamos este método para calcular o volume de um sélido a partir da diferenga do volume de

outros dois. Para isso, basta seguirmos o mesma ideia da area entre duas curvas.

v={’

n[f(x)]2dx - [ m[g(x)]dx

8 INTEGRACAO POR PARTES

Chegamos em um dos casos mais temidos pelos estudantes, mas que fica mais tranquilo quando

resolvemos com calma e atengéo!

0 que nés vamos fazer aqui é expressar de outra forma a integral de um produto de fungdes,

facilitando o nosso célculo.
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_ et
COMECE A ESTUDAR AGORA!
[f(x).9(x)dx

Confira as aulas em video E aideia é transforma-las em:
e exercicios resolvidos na

plataforma do Me Salva! Iu dv =u.v - J-V du
0]

Acesse o
contetido integral. Bom, mas como fazemos essa escolha?

completo com

a camera do Uma dica legal, que geralmente funciona bem, é escolher pelo diagrama LIATE:
seu celular ou
tablet pelo QR
Code ao lado.

Entdo nosso objetivo é escolher uma fungéo para ser o U e outra para ser o dV, obtendo uma nova

Logaritimicas

Escolher u aqui A

Inversas de
trigonométricas

Algébricas

Trigonométricas

Exponenciais v Escolher dv aqui

Agora ficou mais féacil de escolher U e dV né? Ai o que vamos ter que fazer é derivar a fungéo
escolhida como U e integrar a fungdo dV. Vamos fazer um exemplo para deixar mais claro.

Exemplo:
Resolva a seguinte integral:
|x cosxdx =7

Temos uma fungéo algébrica (X) e uma fung&o trigonométrica (COS X), logo, escolhemos U=Xx -

du=dxe
dv = cosx dx = v = [dv = [cos x dx = sen x
Agora, precisamos fazer a substituicdo na equagéo geral que definimos |4 em cima
[udv=uv-[vdu:
[ xcosxdx=xsenx- [ senxdx
=xsenx- (-cosx) +C

=xsenx+cosx+C

9 INTEGRAIS TRIGONOMETRICAS
PRODUTOS DE SENOS E COSSENOS

Se m e n forem numeros inteiros positivos, podemos calcular a integral acima através das
relagdes trigonométricas:

Aplicar
. 2 2
n impar Separar COS X cos“x=1-sen“x
u=senx
Aplicar
. 2 2
m impar Separar Sen x sen“x =1 - cos“ x
Uu=-cosx
Aplicar
Reduzir poténcias
m e n pares P sen®x =% (1 - cos 2x)

de Sen X e cos X
cos?x =% (1 + cos 2x)
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COMECE A ESTUDAR AGORA!
[sen*x. cos*x dx = [(sen? x)? (cos? x)? dx

Confira as aulas em video Sendo sen? x = % (1 - cos 2x) e cos® x = ¥ (1+ cos 2x), temos:
e exercicios resolvidos na
plataforma do Me Salva! = J-[l/z (1 - CcoS ZX)]Z [1/2 (1 + COS ZX)]Z dx

O] - 1 _ 2 2

resse o = EI( 1 - cos® 2x)“dx

conteud

coms:’;tg com Lembrando que sen? x = 1 - cos? x

a camera do

seu celular ou = I_J.S€n4ZX dx

tablet pelo QR 16

Code ao lado. A partir daqui, nés utilizamos o método de substitui¢do u.du, sendo U = 2x > du = 2dx

%j' (1- cos? 2x)? dx
= %(3/811 -Yasen2u+1/32sen4u) +C

=3 x-1 sen4x+1 sen8x+C
128 128 1024

PRODUTOS DE TANGENTES E SECANTES

[tgm x. secn x dx

Aplicar
Separar sec? x sec?x=tg?x+1
u=tgx
Aplicar
m impar Separar Sec X tg X tg?x =sec’x-1
u=secx
m par e Reduzir poténcias Aplicar
n impar de sec x tg?x =sec’x-1

SUBSTITUIGOES TRIGONOMETRICAS

Podemos realizar este método em trés passos: escolher a substituicao correta, resolver a integral
e retornar a variavel inicial.

Expresséao Substituigao

Va?-x? x=aseno
x=atgo

X = asec 0

Exemplo:

Resolva a integral:

d
[

Va-x2 77

Pensando nas substituicdes trigonométricas, vocé deve lembrar que:

s
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2 2 — — .
a‘-x*->x=2sen 0> dx =2 cos 0 do,logo:
dx 2 cos 0 dO 2 cos 0 do

Confira as aulas em video I X2 /4 _ X2 - (2 cos @)2 \/m - (2 sen @)2 (2 cos @)

e exercicios resolvidos na
plataforma do Me Salva!

a —dO =1 2 -1

Acesse 0 = 1% [ cossec? © dO = Y% cotg O + C
contetido sen? 0

completo com
a camera do
seu celular ou
tablet pelo QR
Code ao lado.

Entdo, devemos expressar a cotangente em fungéo de X:

/\ =
h

2
X cotg0 =
0
Substituindo na integral ja resolvida, temos:

dx \4-x?
=1
fxzm AT

10 INTEGRAGCAO DE FUNGCOES RACIONAIS POR FRAGOES PARCIAIS

E um método utilizado para separar uma divisdo de polinémios em termos féceis de integrar.

Exemplo:
Resolva a integral: dx
—_—,
x2+x-2
Lembrando que 1 1 A B

= = +
x?+x-2 (x-1)(x+2) x-1  x+2

Se multiplicarmos a equag&o acima por (x-1)(x+2), obtemos:
1=A(x+2)+B(x-1)
x=1-1=A(1+2)+B(1-1) > A= %
x=-2-1=A(-2+2)+B(-2-1) > B= -1

Substituindo A e B

1 _® %
(x-1)(x+2) x-1  x+2
dx dx dx
e | =-1 =14
I x?+x-2 /3"-)(- /BIX+2 ’

=Y%lIn [x-1]- Y5 [x+2][ +C =%

x-1
x+2 ‘ +C
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