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INTEGRAIS DUPLAS CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

_ 1 INTERPRETAGAO GEOMETRICA DE INTEGRAIS DUPLAS
COMECE A ESTUDAR AGORA!

Nas integrais simples, nés “somamos” os valores de uma fungéo f(x) em comprimentos dx. Agora,
Confira as aulas em video nas integrais duplas fazemos o mesmo, mas para fungdes de duas varidveis f(x,y) em uma érea

e exercicios resolvidos na dA=dx . dy, sendo a regido de integragdo um retangulo R= [a,b] x [c,d]. O grafico abaixo deixa mais
plataforma do Me Salva! claro
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ATENGAO! Devemos comecar sempre resolvendo a integral de dentro! E também é importante
colocarmos os limites que sdo constantes na integral mais externa, para no final obtermos um
valor numérico.

Exemplo:
Resolva a seguinte integral

Iy dy dx

Vamos deixar a integral de fora um pouquinho de lado, e vamos comegar pela integral de dentro:
x? _ ¥ x‘_ 4 _ 04 _
ydy=[41"=5-4=4%

Agora, substituimos esse resultado na integral:

2 x* _1 (2 4 1 rx°42
[; 5 dx =5 [;x"dx =3 [F]
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Ou seja:
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2 REGIOES NAO RETANGULARES
TIPO |

Quando podemos limitar nossa regido com barras verticais.
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TIPO Il
COMECE A ESTUDAR AGORA!
Quando podemos limitar nossa regido com barras horizontais.

Confira as aulas em video A 9 (X) 92 (x)

e exercicios resolvidos na
plataforma do Me Salva! J
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Obs.: quando tivermos uma regido que nao se encaixa em nenhum dos dois tipos, podemos
dividi-la em duas partes!

Exemplo:
Calcule _UR X.y dA, onde R é uma regido entre:
Y =5 y=+/x ; x=2ex=4
Esbogo do gréfico:
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Logo, temos uma regido do Tipo |. Vamos a integral:
Vx
_fj _fg x.ydydx
4 2 o \x 4 2
=[; [x7); dx=[; [x.5-5+(3)"] dx
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_ 3 MUDANCA NA ORDEM DE INTEGRAGCAO
COMECE A ESTUDAR AGORA!

Quando vemos que é muito complicado integrar em y, por exemplo, e que em x fica mais facil (ou

Confira as aulas em video vice-versa), podemos inverter os limites de integragdo. Passos:
e exercicios resolvidos na . . .
plataforma do Me Salva! 1. Fazer um esboco da regido de integracéo.
(0] 2. Escrever a regido de outra forma: Tipo | & Tipo Il.
E E Acesse o
. T Zg"m‘giﬁg com 3. Reescrever a integral com os diferenciais invertidos e com os novos intervalos.
a camera do
|
seu celular ou 4. InteQrar'
tablet pelo QR
Code ao lado.
Exemplo:

Calcule J.ZOJ.; & dx dy

. . 2 ~ . . . .
Como n&o ha antiderivada elementar de e*, ndo conseguimos resolver a integral primeiro em
relagdo a x.

Esbogo do grafico
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Fixando x de 0 a 1, y ird variar de 0 a 2x. Reescrevemos a integral:
2

ﬁf;e“dxdyzfzoﬂfdxdy

=f;2x,eﬁdx:efﬁ:=e-1

4 COORDENADAS POLARES

Usamos coordenadas polares quando a integral dupla é mais bem adaptada a esse tipo de plano,
como no caso da regido de integracao ter circunferéncias/elipses ou a funcgéo a ser integrada tiver
termos em x? e y2.

Precisamos de duas informacdes para fazer a mudanga de plano:
1. A distancia até a origem (r).

2. 0 angulo (B) que o segmento r faz com o eixo Xx.
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COMECE A ESTUDAR AGORA! A

Confira as aulas em video 7=
e exercicios resolvidos na
plataforma do Me Salva!
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Exemplo:

Calcule, convertendo para coordenadas polares, a seguinte integral _”R \ x?+ y?dA ,sendoR a
regido do plano limitada no 1° quadrante pelo circulo x? + y2.

A

Esbogo do gréfico
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A regiao R corresponde a regido interior ao circulo de centro na origem e raio \/2, no 1° quadrante.
Entdo R corresponde ao retangulo polar:

Osrs<+2
0<6<I

Vamos converter a integral para polar, substituindo no integrando
x?=r2cos? 6
y?=r2sen?0
dA=rdrd®

Lembre que cos? 6 + sen? 6 = 1, portanto a integral fica:

[Eperzrdrdo =[:[; rdrde
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_ FORMAS ESPECIAIS DE COORDENADAS POLARES
COMECE A ESTUDAR AGORA!

Confira as aulas em video
e exercicios resolvidos na
plataforma do Me Salva!

B 0E

Acesse o
contetdo
completo com
a camera do
seu celular ou
tablet pelo QR
Code ao lado.

Coordenadas elipticas

Usamos quando :
A regido tem uma elipse do tipo:
2 2
Xty
; +==1

A funcdo integrada tem um termo:

x2 .\ y?
a?  b?

A mudanga é:
r=arcosf
y=Dbrsenéd

Coordenadas polares deslocadas

Usamos quando:
A regido tem uma circunferéncia
com centro (c,d) do tipo:

(x —¢)* + (y — d)? = raio®

A mudancga é:
x=rcosf+c
y=brsenf +d

Obs.: nem sempre essa mudanga
facilita a questao!
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