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INTEGRAIS TRIPLAS CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

_ 1 INTERPRETAGAO GEOMETRICA DE INTEGRAIS TRIPLAS
COMECE A ESTUDAR AGORA!

Nas integrais triplas, temos fungdes f(x,y,z) integradas em um volume dV= dx dy dz, sendo a regido
Centiing ac aulks am vicks de integragé@o um paralelepipedo P= [a,b] x [c,d] x [e,f].

e exercicios resolvidos na
plataforma do Me Salva!

0 -

[1Is fx, y, 2) dx dy dz ou [[If; fx y, 2) dV

Acesse o

contetdo

completo com
a camera do 2 REG'&ES
seu celular ou
tablet pelo QR
Code ao lado.

TIPO |

Limitadas em z por superficies e no plano xy por uma area D, que é a projecdo da regido W.

A.

¢ z=h

filxy) s z < f2(xy)
(xy) €D

[, [T7% fxy,z)dz] dA

TIPO 1l

Limitadas em y por superficies e no plano xz por uma darea D.

Z=5

w

\\___,, ,-—-T _y=9z

91(xz) sy < g2(x2)
(xy)eD
[ [152 ftxy,2)dz | dA

9i(xy.
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COMECE A ESTUDAR AGORA!

Confira as aulas em video
e exercicios resolvidos na
plataforma do Me Salva!

o]
E E Acesse o
conteudo
- completo com
a camera do
seu celular ou

tablet pelo QR
Code ao lado.
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TIPO 11l

Limitadas em x por superficies e no plano yz por uma érea D.

hi(yz) < x < hz(yz)
(v.z) e D

1, [1257 fixy,z)dx ] dA

1002)

PASSO A PASSO PARA RESOLVER INTEGRAIS TRIPLAS
1. Fazer um esbogo da regido.

2. Ver qual o tipo de regido (I, Il ou lll) e escrever uma das varidveis entre duas superficies,
chamando a projegéo no plano de D.

3. Escrever a integral tripla como uma integral simples em uma varidvel e uma integral dupla
no plano das variaveis D.

4. Resolver a integral simples.
5. Determinar D e achar os intervalos da integral dupla.

6. Resolver a integral dupla.

Exemplo:
Calcule _f_”R (x2+2yz) dx dy dz, onde a regido R é formada pelos pontos (x, y, z) tais que:

0<sx<1;0sys<2x;0=<zs<x+y

Note que estamos falando de uma regiéo do tipo I, pois z esta limitado por uma fungao f(x,y).
Portanto, devemos montar nossa integral da seguinte forma:

1 (2x (X+Y 1,2
LIS 05? (x2+ 2yz) dz dy dx
Vamos comegar resolvendo a integral mais interna:

X+ — Xty
[, (x2+ 2yz) dz =[zx?+yz?] |

0

= (x3+X2y)+y(x2+2xy+y?) = x3+2Xx2y+2Xy2+y3

Agora, vamos substituir o resultado acima e calcular a integral do meio:

J-zx — (X3+2X2y+2Xy2+y3] dy = [X3y+X2y2+ 2—;-2?+ .‘%4]02)(

= 2x*+4x* + 188 +4x* = 10x4+ 1
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Finalmente, vamos para a ultima integral:
COMECE A ESTUDAR AGORA!
1 44 16x" — [10x°, 16x']1
+16x = [10x , 16X
_[0 (10x < ) dx [5 +3.5]0

Confira as aulas em video

e exercicios resolvidos na =2+ 16
15

plataforma do Me Salva!

0 -

_ 46
15

Portanto:
Acesse o

contetido

completo com 1 (2x (x+y _ 46
a camera do IOJ.O _[0 (x2+ ZyZ) dz dy dx = =
seu celular ou

tablet pelo QR

Code ao lado. Nota: Nessa parte da matéria, vamos passar mais rapidinho os desenvolvimentos algébricos e

que envolvem propriedades das integrais, entdo se ficar com alguma duvida, olha com bastante
calma o exemplo e dd uma espiada nos outros resumos!

3 VOLUME DE UMA REGIAO
O volume de uma regido W é dado por:

V= wadx dy dz

4 MASSA DE UM SOLIDO

Sendo & a densidade do sélido, a massa de W é dada por:

M= [[] &(xyz) dxdy dz

5 COORDENADAS CILINDRICAS

Usamos esse tipo de coordenada quando nossa regido envolve cilindros, cones e paraboldides.
De uma maneira geral, isto ocorre quando hé simetria em relagdo ao eixo z e a projecdo fica mais
bem adaptada a coordenadas polares.

Para escrever fazer a mudanca de varidveis, escrevemos sua proje¢ao no plano xy em coordenadas

polares e sua coordenada z continua a mesma.
z

A

X=rcose

y=rsene
z=z

dV=rdrde dz
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Obs.: se z for uma fungédo de x e y, como z = x + y, a mudanga cilindrica resulta em z = r (cos 6 +
COMECE A ESTUDAR AGORA! sen 6)

Confira as aulas em video
e exercicios resolvidos na
plataforma do Me Salva!

0 -

6 COORDENADAS ESFERICAS

Acesse o
contetido
completo com De uma maneira geral, isso ocorre quando temos simetria em relag&o a origem.

a camera do

sa el e Precisamos de trés informagdes para escrever um ponto em coordenadas esféricas:
tablet pelo QR
Code ao lado.

Usamos coordenadas esféricas quando a regido de integragéo envolve esferas, cones e elipsdides.

1. A distancia até a origem (p).
2. 0 angulo 6 que a projegdo de p no plano xy faz com o eixo x.

3. 0 angulo ¢ que p faz com a parte positiva do eixo z.
2z

A

X = psencosf

y=psen @ sen 0
Z=pcos @
dV=p3sen ¢ dp d6 de¢

Exemplo: Calcule o volume de uma esfera de raior.

Considerando a esfera E de raio r e centro na origem, temos:
V= .[I.[E dx dy dz = .”Ls av

Para usar coordenadas esféricas, devemos considerar o seguinte conjunto
Eoo={(6,p, p) €eR3;,0<0<2m,0<sp<r,0s¢@sm}

Assim, temos

V=[[[.p?sen ¢ dp d6 de

V= fj"_.;”f;pz sen @ dp dp dO

Vamos resolver primeiro a integral de dentro:
3.r
J.orpzsen @ dp =sen @ [p?]o: sen @ [2—3-@ =r?3sen 10)

Entao:

V=[0y S sen g dp do = T[] sen ¢ do do
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COMECE A ESTUDAR AGORA!

Confira as aulas em video
e exercicios resolvidos na
plataforma do Me Salva!

B 0E

Acesse o
contetido
completo com
a camera do
seu celular ou
tablet pelo QR
Code ao lado.

Resolvendo a préxima integral

INTEGRAIS TRIPLAS CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

'f;rsen @ do do = [- cos go]:;:[- cosm+cos0]=[1+1]=2

Agora temos:

V="L0[2"2d0 = [20]" = I [2.27 - 2.0]

E, finalmente, determinamos a equagéo do volume da esfera

7 RESUMO DAS PRINCIPAIS SUPERFICIES

Superficie Equacao
Cones z® = ax® + by*
ax® + by* = 1 (cilindro eliptico
Cllindro y (c Plico)

z® = ax?® + by? (cilindro parabola)

Paraboloides elipticos

z = ax* + by*

Hiperboloides de uma folha

ax* +by* —cz* =1

Obs.: esfera com centro deslocado (x - a)2+ (y-b)2+ (z-c)2=r?
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