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RESUMO DE INTEGRAIS

INTEGRAL INDEFINIDA

A arte de encontrar antiderivadas é chamada de integragcdo. Desse modo, ao
aplicar a integral dos dois lados da equagéao, encontramos a tal da antiderivada:

S0 = £[F ()]

[feoydx = Fx)+ C

NOTA MENTAL: Nao esquecer a constante para integrais indefinidas.

Idx =x+C Icossec X cotg x dx =— cossec x + C
j-x’x=%11+C(r7é—1) _[e"dx=e"+C
Icosxdx =senx+C bedx=h§’—xb+C(0<b,b7é1)
Isenxdx=—cosx+C I;lcdx=ln x| +C
Iseczxdx=tgx+C lelxzdx=arctgx+C
J.cossecz xdx=—cotgx+C J.ml’xzdx =arcsenx+C
_[sec xtgxdx =secx+C J.thx =arcsec |x| +C
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Quando se multiplica por uma constante, ela
fcf(x)dx =c ff(x)dx pode estar dentro ou fora da integral, que da na
mesmal

f[f(x) + g(x)]dx =ff(x)dx +_[g(x)dx A integral de uma soma é a soma das integrais

A integral de uma diferenca é a diferenca das
integrais

JI () — g(o)ldx =[f(x)dx [ g(x)dx

INTEGRACAO POR SUBSTITUIGAO “U”

0 método de substituicdo é utilizado para simplificar a integragao, gerando
uma integral que sabemos como resolver. Considerando u = g(x) e colocando du/dx =
g'(x) na forma diferencial du = g’(x) dx:

[fle@)g @)dx = F(g(x)) + C

[fwydu=F@uy+c

Exemplo:
27 VsX-3
J(x 3} ¥ dvz=4.dyzdv
J(""B) dx = ju'zdo = ls +C= (X 3) ” C//

INTEGRAL DEFINIDA

A integral definida possui limites de integracdo [a,b]. Assim, o resultado sera
um numero € nao uma equagao, ou seja, ndo precisamos mais da constante de
integracao. A integral definida utiliza conceitos de area, comprimento e volume.
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PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA

Basicamente, as propriedades sdo as mesmas das integrais indefinidas. Mas
ha propriedades extras devido aos limites de integracédo, conforme a tabela:

Jaf(x)dx =0 Quando os limites de integragao forem iguais
f f(x)dx = f f(x)dx Quando os limites estao invertidos
b a

§ feone = f e+ o

Uma integral pode ser reescrita como a soma de
duas integrais, reescrevendo os limites

TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO — ParTE 1

Como calcular uma integral definida: calculando a antiderivada do limite

r-3
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de cima, subtraindo esta do limite de baixo!

YA

Sendo f uma fungdo continua em [a,b] e F a antiderivada de f:

ff(X)dx =F(b)—F(a) ou ff(X)dx = F()]*

Exemplo:
3 > 3
jo (q-xz)dx = Qx ‘%sto = (24 “_‘i_”.‘)-o = 1.8//

TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO — ParTe 2

Quando uma integral definida tiver um limite de integracdo superior
variavel (x, por exemplo):

Fo=lfod > 21 fodd -
Exemplo:

d X X x

d'x—['{l -\:3&:):"7 f,‘tgdi:'-'-%f-] ___-&«-
'y

d [ ?

el Tﬂzx// q
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CALCULANDO INTEGRAIS DEFINIDAS POR SUBSTITUICAO

Deve-se levar em conta os efeitos da substituicdo nos limites de cima e
de baixo. Dessa forma, ha dois métodos para fazer isso:

Método 1: Determinar a integral indefinida por substituicao e depois
voltar para a definida.

Z 3 - -.-.x’ﬂ
J‘K("z'”) dx = du = 2%.d%

z, 4 2
J!(Xz*l)!c‘¥=_%Ju’Ju=%‘-‘= (.’_‘_".'_) = 615'-;—:;8/

8 _Jo 8

Método 2: Usar u = g(x) para substituir os valores dos limites de

integracéao.
. > ) 55& 47% 28 38
z = — ) vz - L_,'.L:
Jx(xtl)d*-zj' —g-]|- 8 & //

° xezousx# =8

xnc-)u:lzﬂ 54
AREA ENTRE DUAS CURVAS
Y/r

£(x)

r--\b.;?'./';:/g(n

!
: —y

- b

4= f [/(x) — g(x)]dx

NOTA MENTAL: relembrando as propriedades da integral definida
(subtracao de integrais), aqui nada mais é do que a integral de
uma fungcdo menos a outral
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AREA INTEGRANDO EM “Y”

A= f () —g)]dy

VOLUME POR DISCOS E ARRUELAS EM “X” E “Y”
O volume do solido de revolugao gerado pela rotagdo da fungao f em torno do

eixo x é:

nl.

T+

& b,
. ei. kB
& %

V= f n[f(x)Px

O mesmo pode ser feito quando uma funcgéao f é girada em torno do eixo y
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V= f n[f(»)dy

NOTA MENTAL.: talvez seja preciso, em algum momento, calcular o
volume de um sélido a partir da diferenca do volume de outros dois.
Para isso, basta seguir o mesmo esquema da area entre duas curvas.

INTEGRAGCAO POR PARTES

J.u dv=uv —J.v du

O objetivo da integracao por partes é escolher um u e dv para obter uma nova
integral, mais facil de resolver que a original. Exemplo:

2 us X do-‘-d*
jx cos X dX = gy - cos X dx v.-.va:_fcosxdk-"m"

JXcosX dx =% scnx-fs«!nx dx =
=% cen X = (-cos X)+ C
=X sen X + Co8 X + C//

NOTA MENTAL: Pode-se escolher u da seguinte lista: Poténcia, Inversa
trigonométrica, Trigonométrica, Exponencial, Logaritmica (PITEL)!!
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INTEGRAIS TRIGONOMETRICAS

PRODUTOS DE SENOS E COSSENOS
[ sen™x cos™x dx

Se m e n forem numeros inteiros e positivos, a integral acima pode ser
calculada através relagbes trigopnométricas!

Separar cos x
n impar Aplicar cos’x =1 — sen’x
u = senx
Separar senx
m impar Aplicar sen’x =1— cos’x
u=cosx
Reduzir poténcias de sen x e cosx
m e n pares sen’x = 3(1 — cos 2x)

cos*x = %( 1 + cos 2x)

jscn“x cos'x dx = J-(scn‘x)‘(cos'x)zdx

-sen®xz L (1=-cos 2x)
<

.cos’x =l (l+cos zx)
2

2 Z
=][—'£ (l-cas-?.x)] [-%(l-o-cos 2:()] dx
= | J= ] % 2 = .l—jGC 4 dx
'Gj( cos*2x) dx o n"2x dx
-senzx =]- m‘!
A partir daqui, nos utilizamos o método de substituicdo u.du, sendo u=2x e
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du=2dx:

| sentaxdx —__ISM v du

16
V=X 4o\+C
=1 [2y-Lsen 2w+l-Sen
duz= 2dx "3"'{(30 -l 32 )
=3yl senux+_ 1l _genBxrx+C
izs* "izs '°='-" /

INTEGRAIS TRIGONOMETRICAS — PRODUTOS DE TANGENTES E
SECANTES

J‘tgmx sec"x dx

Separar sec’x
n par Aplicar sec’x = 1g’x + 1
u=1gx
Separar secx g x
m impar Aplicar 1g°x = sec’x — 1
u=Ssecx
Reduzir poténcias de sec x

m par e n impar
tg’x = sec’x — 1

SUBSTITUICOES TRIGONOMETRICAS

O método de substituigcdes trigopnométricas pode ser realizado em trés passos:
escolher a substituicdo correta, resolver a integral e retornar a variavel inicial.

Expressao Substituicao
N2 — 2 x=asenH
\x? + a? x=atgB
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N2 — a2 x =asec

Exemplo:

dx 2cos 6 d6 _J 2¢c050d6
—‘Z—-_-_-; = 2 - 4
xEL-x} (25en ofVu-tsente J(2eene)(2c0s0)

at-xt » x=2sen 6

dx =2 cos 8d€

=4 —;i% =%jcosngdg=—7';col-%o+c
4

Entdo, deve-se expressar a cotangente em fungao de x!

<3
= co-l'% e =____M

%

¢
NP

Substituindo na integral ja resolvida, temos que:

J dx =_&.W+c//

INTEGRACAO DE FUNCOES RACIONAIS POR FRACOES PARCIAIS

E um método utilizado para decompor divisdes de polinémios em fragdes
parciais, obtendo constantes que devem ser determinadas para, entdo, resolver a
integral.

Exemplo:
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X2+x-2
1 4 A L, B

)(1—4-):-.1 -?;-ﬂ[!'l-l)_x-i X+ ).(x-l)(xhﬂ

J__é:__.=?

1= A(x+e2)+B(x=41)

xzdr> 4z A(1+2)+B(4-1) - A=F

xe-2 ~4zA(-2+2)+B(-2-1). . B=-

1 =4/3 _4/s
(X-1)(x+2) X=-1 Xx+2

dx  _ 4 [ dx _4 | ox
m 3 /%=1 3 /X+a

4
In|x+2|+C :-3.|h

X-4
X+

=-‘§|h 1%=-4] - +C//

L
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