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TUDO QUE VOCE PRECISAVA SABER SOBRE
LIMITES - UM RESUMO

DEFINICAO DE LIMITES

Imagine o seguinte exemplo: uma formiga esta tentando chegar no ponto em
x = 3 andando pela curva definida pela fungéo f(x) = x2, entdo, quando chegar, y sera
9!

g(X\ !

TZ— Lsimrre

X
De modo geral, se f(x) € uma funcao qualquer, entao

lim £00 = L
A0,

a equacao acima pode ser lida como “o limite de f(x) quando x aproxima-se de a é L.”
Isso significa que se nds escolhermos valores de x préximos, mas nao iguais a a,
entdo f(x) sera proximo de L. Além disso, f(x) se aproxima cada vez mais de L,
enquanto x se aproxima de a.

A seguinte notacao alternativa pode ser usada:

-f(x)—‘L quc\m\o x>0

SUBSTITUICAO DE NUMEROS PARA ENCONTRAR O LIMITE
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Esse seria o primeiro passo para determinar um limite. Nesse caso, basta
substituir o valor do limite diretamente na formula.

Dado o limite:

lim 2x-4

%=1
Para resolvé-lo basta substituir o valor de 1 em x, logo:

i g =t o =2
e X | :

LIMITES INDETERMINADOS

As indeterminagbes podem surgir quando ndo temos como calcular um limite

de maneira racional. Por exemplo:

lim 22-14 = 42-4 . 9 |npETERMINADO!
z>q X1 a-A4 0

0/0 é um problema! No6s realmente ndo sabemos o valor de 0/0 (é
"indeterminado"), entdo precisamos de outra maneira para encontra-lo. Entao, em vez
de tentar trabalhar para x = 1 vamos tentar aproximar cada vez mais os valores:

% xt-1
x-\
0,8 4,8
09 {9
099 | {,9°
0,999 | 929
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E possivel notar que quando x se aproxima de 1, entdo (x2—1)(x— 1) se
aproxima de 2.

Estamos agora diante de uma situacgéo interessante:

Quando x = 1 ndo sabemos a resposta (€ indeterminado)
Mas podemos ver que sera 2

LIMITES TENDENDO AO INFINITO

Vamos comecgar com um exemplo interessante: pergunta-se qual o valor de
1/». Resposta: nao sabemos! E por que nao sabemos? A razdo mais simples é que o
Infinito ndo € um numero e sim uma ideia. Talvez pudéssemos dizer que 1/~ =0, ...
mas isso também seria um problema, porque se dividirmos 1 em pedacos infinitos,
eles terminam em 0 cada e se somarmos novamente, o resultado sera 0 e ndo 1. O
que aconteceu com o0 1?

Em vez de dizer que x se aproxima de algum numero finito, pode-se dizer que x
se tornar cada vez maior e perguntar o que acontece com f(x). Se houver um numero L
tal que f(x) chega arbitrariamente perto de L, se alguém escolher um x suficientemente
grande, entdo escrevemos:

lim £ = L
%D o0

("O limite para x tendendo para o infinito é L.")

Exemplo: f(x) = 1/x

lim _4_ =0
AHeo %X

Em vez de tentar achar o valor no infinito (porque ndo podemos obter uma
resposta sensata), vamos tentar valores cada vez maiores de x:

rY
€« W
mesalva.com
Todos os direito reservados © Me Salva! 2017.



* [+
1 |4
10 |04
400 | v01
10000 | Goool|

Agora podemos ver que quando x fica maior, 1/x tende para O.
Estamos agora diante de uma situacao interessante:

Nao podemos dizer o que acontece quando x chega ao infinito
Mas podemos ver que 1/x vai para 0

O grafico comporta-se da seguinte maneira:

F
foo ]
4ix)=4
8+ x
&-n
44
0 : + + —
1 2 3 x

Se colocarmos o limite tendendo a zero, vemos que o limite é indeterminado. E
de acordo com as observagdes no grafico, ele esta tendendo ao infinito.

lim 4 = oo
20 x

LIMITES LATERAIS

Sobre uma fungao f(x) com uma "quebra", assim:
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Jim §le) = 3,8 : Lim fa)= 43
LAHG | <ot

O limite ndo existe em "a"

Nao podemos dizer qual € o valor em "a" porque ha duas respostas
concorrentes:

3,8 da esquerda e
1,3 da direita.

Mas podemos usar os sinais especiais "-" ou "+" (conforme grafico acima) para
definir limites unilaterais:

O limite a esquerda (-) é 3,8
O limite a direita (+) é de 1,3
E o limite ordinario "nao existe"

No exemplo acima, apresentamos um explicacdo mais simples do conceito de
continuidade, o qual pode ser definido por: “uma fungao f(x) definida num intervalo &
continua nesse intervalo, se f(x) for continua em todos os pontos desse intervalo.”

Logo, a fungao acima é descontinua, pois ndo condiz com a defini¢ao.

PRoPRIEDADES DE LIMITES

LIMITE DE UMA CONSTANTE

Se a e ¢ sdo constantes, entdo:
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LiMITES DA SOMA, PRODUTO E QUOCIENTE

Seja F1 e F2 duas fungbes dadas no qual os limites de x—a sabemos,

X-o.

lim¥Fatx)=L2
X0

Entao:

~lim (Fit+Fatn) = Lat L2

X0

 im (Fa)=Fatx)) = La-l2

-0

 Jim(Fatx) - F2l)= L1 L2
oy 1 W

Finalmente, se  |im Fatx)* 0
L0

\? xlim F'l(xz = ,Lj_

@0 Falx) L2
QUANDO 0OS LIMITES NAO EXISTEM
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Isso pode realmente acontecer e, nessa sec¢ao, veremos alguns exemplos de
limites que n&o existem. Primeiro, vamos concordar sobre o que chamaremos de limite

ndo existente.

Definigao: Se nao ha nenhum valor para L no limite:

Vi L0y = L
A0

Ent&o, nds dizemos que o limite ndo existe.

Exemplo: Fung¢ao sinal préximo a zero, x=0. A funcao sinal é definida como:

,1.| f(x)=signtx)

- -1 em x<0

sian(:r.)g O em x=0
1 em X>0

Nota-se que o sinal de zero é definido em zero. Entretanto, a fun¢cdo ndo tem
limite em x=0. Suponha um numero L qualquer, entdo:

live Sign(x)= |
xA20
Portanto, uma vez que pegarmos um pequeno numero positivo de x, L=+1, mas

se pegarmos um pequeno numero negativo de x, L= -1. O problema esta que L nédo
pode ser +1 e -1 ao mesmo tempo.

TeoremA Do CONFRONTO

Suponha que:

forg glos hix)
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liwn 0> = din hex)
X0, X=P0O.

Entao:

lim {-(!): lima(x.) = lim h(x)
LI b 78 IO

LIMITES TRIGONOMETRICOS

Ha dois limites fundamentais: o limite do seno e o limite do cosseno.

Limite do seno:

lim pente) = 4

x-0 %

Limite do cosseno:

lim Cos(®) = A
x30

EXEMPLOS DE LIMITES

Substituicdo: a primeira tentativa € apenas colocar o valor do limite e verificar
se funciona (em outras palavras, substitui¢do).
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Ex"'“?"’ Fu“doﬂo,q
5 ¢ A -
dim 2=t 2 (1) o X
>t x-A U-{) 0
Xim 2
— 0 -
1alo 2 Eb 72 % J
Fatorizagao: é possivel tentar a decomposi¢cao dos elementos.
Aim 251
A1 w4

| MW (x-4)(2+1)

Yo (RO | i (e 44)

Lim (n+l) 2441=2
L X

Conjugados: Quando for uma fragdo, multiplicar a parte superior e inferior por
um conjugado também pode ajudar.

XX

" 4oy, % Yo 2407

Jiw 2-{% R N RS

Entar,
,Qﬁm.v __L__ = _L_. = -(_.
x4 24y LH{y 4

REeGRrA DE L’'HOPITAL
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E uma regra para limites tendendo ao infinito a fim de sair da indeterminagao.
Para ter um bom entendimento, observe o exemplo a seguir:

lim 1

e

X0 e'*

Ha uma indeterminacéo no limite acima. Entdo, separamos a funcdo em duas
novas fungdes, sendo:

fu:) =% Jt0)= e

Logo, para calcular o limite, tira-se a derivada de f(x) e g(x), ficando:

) :
lim4_ - lim f(2) = limx =0

ALe0 X AL -red 3!(1) XKoo @ %
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